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Повышение эффективности поисково-разведо-
чных работ на нефть и газ возможно на пути раз-
вития интерпретационных систем, основанных на 
решении обратных задач геофизики. Наличие слу-
чайных погрешностей в измеряемых геофизических
полях, а также существенная некорректность ре-
шения обратных задач геофизики делают актуаль-
ной проблему независимой оценки качества решения 
получаемого в результате реализации итерационно-
го подбора. Предложено контролировать качество 
решения обратной задачи на основе использования 
критерия хи-квадрат оценки гипотезы о нормаль-
ности закона распределения остаточной невязки 
между наблюденным и рассчитанным геофизиче-
скими полями. Эффективность использования ста-
тистического критерия хи-квадрат для оценки ка-
чества решения обратной задачи гравиметрии про-
иллюстрирована практическим примером. 
 Enhancement of the efficiency of oil and gas explo-
ration work is possible while heading toward the devel-
opment of interpretation systems, which are based on 
the geophysical inverse problems solutions. Presence of 
the random uncertainties in measured geophysical 
fields, as well as considerable ill-posed of the solutions 
of inverse problems of geophysical data make it an ac-
tual problem of independent estimation of the quality of 
the solution which is obtained as an outcome of realiza-
tion of the iterative process. It is proposed to control the 
quality of the solution of the inverse problem on basis of 
the XI-square criterion use for assessment of the hy-
pothesis of normalcy of distribution law of the residual 
discrepancy between observed and calculated geophysi-
cal fields. In the practical view the efficiency of the use 
of statistical estimation of the quality of the solution of 
the inverse problem of gravimetry was shown. 
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де: x параметри моделі середовища, напри-
клад, для структурних обернених задач – це 
геометрія фізико-геологічних границь, які є по-
ложенням ліній (у двовимірному варіанті) або 
поверхонь (у тривимірному варіанті) стрибко-
подібної зміни фізичних властивостей, та від-
повідні значення фізичних властивостей, які 
неперервно змінюються в просторі між фізико-
геологічними границями; для сіткових фізико-
геологічних моделей – це значення фізичних 
властивостей у вузлах (в окремих комірках) 
рівномірної або нерівномірної сітки, яка накри-
ває просторову фізико-геологічну модель сере-
довища;  
X метричний простір математичних мо-
делей середовища;  
y  виміряне геофізичне поле або функці-
онал від нього;  
Y  метричний простір математичних мо-
делей геофізичних полів або функціоналів від 
них; YXA :(.)  у загальному випадку нелі-
нійний оператор, який діє з простору моделей 
X  у простір геофізичних полів Y ;  
)(AD область визначення оператора (.)A  
– відкрита підмножина в просторі X , достат-
ньо широка для того, щоб забезпечити адекват-
ну апроксимацію параметрів реальної геологіч-
ної моделі;  
)(AmI  відкрита підмножина в просторі 
Y , достатньо широка для того, щоб забезпечи-
ти адекватну апроксимацію характеру поведін-
ки допустимого в процесі вимірювання геофі-
зичного поля або функціонала від нього. 
Існує багато різноманітних підходів і спо-
собів розв’язування обернених задач [1, 2]. У 
межах майже кожного з них можна виділити 
два етапи. Перший полягає у виборі апроксима-
ційного класу в X , який дасть змогу достатньо 
адекватно описувати особливості поведінки гео-
логічних моделей, та в обґрунтуванні, що цей 
клас є класом однозначності для розв’язування 
рівняння (1). Другий забезпечує безпосередньо 
знаходження такого елемента XADx  )( , 
який повинен перевести в тотожність рівняння 
(1) на заданому гравітаційному полі або функ-
ціоналі від нього YAmIy  )( . Враховуючи, 
що права частина рівняння (1) в ході проведен-
ня польових досліджень визначена з похибкою, 
то насправді замість y  ми маємо таку величи-
ну: 
yyy C   ,                       (2) 
де: )Im(AyC   – точне значення геофізичного 
поля;  
y  – випадкова похибка, яка може бути 
розподілена за довільним статистичним зако-
ном. 
Виходячи з результатів аналізу можливих 
законів розподілу похибок за експерименталь-
ними даними, найчастіше приймається Гаусів 
або нормальний закон розподілу випадкової 
величини y  [3] 


























 , (3) 
де:  ys  - математичне очікування або серед-
нє значення випадкової величини y ; 
)y(  – стандартне відхилення випадко-
вої величини y . При цьому можливо, що y  
може і не належати множині значень операто-
ра, наведеного у співвідношенні (1) – 
)A(mIy , звідки випливає, що і Im(A)y  . 
Ця ситуація є одним з проявів некоректності 
обернених задач геофізики [4]. 
Враховуючи останнє зауваження, при реа-
лізації автоматизованого розв’язку оберненої 
задачі (1) проводять мінімізацію функціонала 
  minxAy
Y
                   (4) 
на множині )(AD , де 
Y
.  – випуклий функці-
онал на елементах простору Y . Конкретний 
вигляд функціонала обирається в кожному кон-
кретному випадку, зумовленому способом опи-
су виміряного гравітаційного поля, і найчасті-
ше має вигляд відповідної норми, прийнятої 
для простору Y  [4]. Так, наприклад, у випадку 
застосування в якості Y  простору інтегрованих 
з P -им степенем функцій PL  функціонал (4) 
буде мати вигляд 















  ,      (5) 
де V  – просторова область визначення функ-
цій   YVy  . Для випадку застосування прос-
тору дискретних послідовностей, сумованих у 
степені PRP  , які виникають при чисельному 
розв’язуванні задач, відповідний функціонал 
можна записати як 


















,  (6) 
де N  – розмірність простору дискретних по-
слідовностей  Nyyyy ...,,, 21 . У практичних 
ситуаціях приймається величина 2P . Спів-
відношення (5) і (6) відповідають нормам для 
гільбертових просторів і визначають квадрати-
чні функціонали відповідно для неперервного 
та дискретного випадків опису елементів з про-
стору Y . 
Для мінімізації (5) або (6) використову-
ються градієнтні ітераційні процеси [1,2,5]. 
Особливість реалізації цих процесів полягає в 
тому, що наведені функціонали мають так зва-
ний яроподібний характер, що визначає швидке 
збігання ітераційного процесу на початкових 
Дослідження та методи аналізу  № 1(10) • 2004
 
 53 
кроках, коли поточне наближення x  знахо-
диться на схилі яру, і досить повільне збігання, 
коли x  знаходиться в нижній частині яру, і ве-
личина відхилення між спостереженим та роз-
рахованим геофізичними полями змінюється 
незначно. Саме в цій ситуації дуже важливо 
правильно прийняти рішення про закінчення 
ітераційного процесу. 
Стандартно при використанні квадратич-
них функціоналів для кількісної оцінки ступеня 
відповідності між спостереженим та розрахова-
ним геофізичними полями використовується 
середньоквадратичне відхилення між цими по-
лями 
  








































Оцінка (7) – це незміщена оцінка для сере-
дньоквадратичного відхилення. Умовою відпо-
відності поточного розв’язку оберненої задачі 
(1) в розумінні мінімізації функціонала (4) є 
відповідність поточного середньоквадратично-
го відхилення апріорній похибці вимірювання 
геофізичного поля. Однак, хоч така оцінка і є 
достатньо коректною, вона не враховує реальні 
розподіли похибок у значеннях спостережених 
геофізичних полів, які не можна визначити при 
первинній обробці виміряних значень геофізи-
чних полів і які можуть бути визначені тільки 
відносно конкретної моделі середовища за мо-
деллю (2) та з урахуванням виконання припу-
щення про нормальний закон розподілу похи-
бок (3). 
Виходячи з указаних обмежень застосу-
вання оцінки (7), природно її доповнити таким 
важливим критерієм, як перевірка статистичної 
гіпотези про нормальний закон розподілу від-
хилення  xAy  . На практиці перевірки стати-
стичних гіпотез широкого вжитку набув крите-
рій, запропонований Пірсоном і названий 2  
(хі-квадрат). В основу цього критерію покладе-
но уявлення про можливість використання в 
якості міри розбіжності між спостереженою 
щільністю ймовірності, яка визначена за дани-
ми  xAy   та гіпотетичної щільності ймовір-
ності деякої статистики, яка наближено підпо-
рядкована розподілу хі-квадрат ( 2 -розподілу) 
[3].  
Візьмемо в якості гіпотетичної щільності 
ймовірності нормальний закон розподілу  
  
  
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де:  .s ,  .  – оцінка математичного очіку-
вання та стандартного відхилення для різниці 
між спостереженим y  і розрахованим  xA  
геофізичними полями,  
N  – кількість точок, в яких спостережено 
геофізичне поле.  
Тоді для перевірки, чи дійсно послідов-
ність експериментальних даних  xAy   підпо-
рядкована нормальному закону, розділимо весь 
діапазон зміни значень  xAy   на K  інтерва-
лів       kkii
i
xAy 11 ,min  однакової 
довжини з кроком  . Обрахуємо кількість 



























    (9) 
буде спостережуваною частотою k -ого інтер-
валу. Позначимо очікувану (теоретичну) часто-
ту потрапляння значень  xAy   до k -ого ін-
тервалу за умови, що дані дійсно розподілені 
згідно з нормальним законом через kW . Роз-
глянемо відхилення між фактичною і теоретич-
ною частотами kk Ww   і оцінимо загальну роз-












2 ,                  (10) 
яке наближено збігається з 2 3K -розподілом 
для ( 3K ) ступенів свободи. Для прийняття 
гіпотези про нормальний закон розподілу 




 ;K ,                      (11) 
де   – рівень значності для прийняття рі-
шення. 
Як видно з аналізу характеру поведінки 
2
3K -розподілу для однієї і тієї ж реалізації 
 xAy  , виконання умови (11) залежить від 
обраної кількості інтервалів K . Існує декілька 
способів вибору величини K  [3], однак прове-
дені чисельні експерименти з залученням реа-
льних даних показали, що вони є недостатньо 
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стійкими при їх використанні для аналізу відхи-
лення  xAy   на кроках ітераційних процесів. 
Для забезпечення більшої стійкості статис-
тичних висновків до наведеного процесу стати-
стичного оцінювання за критерієм 2  (хі-квад-
рат) накладемо на вибір кількості рівномірних 
інтервалів K  умову мінімізації рівня значимо-
сті для прийняття рішення   при виконанні 
умови (11). Враховуючи суттєво нелінійний 
характер процесу статистичного оцінювання, 
вибір оптимальної величини K  може бути реа-
лізований шляхом прямого перебору допусти-






  .                 (12) 
Для ілюстрації результатів обрахунку мо-
жна використовувати величину   %1001  , 
яка в процентному виразі буде характеризувати 
ступінь відповідності конкретної послідовності 
 xAy   нормальному закону розподілу. 
Наведений підхід був реалізований в сис-
темі автоматизованої кількісної комплексної 
інтерпретації геофізичних даних GCIS [6] для 
забезпечення оцінки якості розв’язку оберне-
них задач геофізики на основі оцінки відповід-
 
а) графік залежності відхилення від координати вздовж профілю; 
б) експериментальна гістограма та відповідний теоретичний закон розподілу  
випадкової величини відхилення з статистичними характеристиками; 
Mx - математичне очікування, Dx - дисперсія,  Xi - величина статистики хі-квадрат, Ur - ступінь 
відповідності експериментальної гістограми нормальному закону розподілу в процентах 
Рисунок 1 — Графіки відхилення між спостереженим і розрахованим гравітаційним  
полями та результати їх статистичного оцінювання  на різних кроках ітераційного процесу 
розв’язку оберненої задачі гравіметрії 
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ності характеру поведінки розподілу відхилен-
ня між виміряним і розрахованим гравітацій-
ними полями нормальному закону розподілу. 
На рисунках 1 і 2 зображено результати 
розв’язування оберненої задачі гравіметрії по 
регіональному транскарпатському перетину, які 
ілюструють зміну величини відповідності роз-
поділу величини відхилення між спостереже-
ним та розрахованим гравітаційними полями в 
процесі ітеративного підбору параметрів гео-
густинної моделі середовища. Як бачимо на 
рисунку 2, вже на другому кроці ітераційного 
процесу відхилення між спостереженим та роз-
рахованим гравітаційними полями може вважа-
тись як таке, що з імовірністю 95.8% являє со-
бою розподіл випадкової величини підпорядко-
ваний нормальному закону, а на четвертій іте-
рації процес підбору повинен бути зупинений з 
відповідною оцінкою ймовірності >99%. 
Таким чином, застосування методів стати-
стичного оцінювання характеру розподілу за-
лишкового відхилення між спостереженим та 
розрахованим геофізичними полями у розв’я-
зуванні обернених задач геофізики дає змогу 
обґрунтовано припиняти процес ітеративного 
коригування (підбору) параметрів моделі сере-
довища згідно з гіпотезою про нормальний за-
кон розподілу апріорних похибок у вхідних да-
них (2) і як наслідок відсутністю в цьому зали-
шковому геофізичному полі невипадкових (ре-
гулярних) компонент, які можуть бути компен-
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Рисунок 2 — Залежність величини середньоквадратичної похибки та величини статистичної 
оцінки відповідності відхилення між спостереженим і розрахованим гравітаційними полями 
від номеру ітерації 
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